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مرکز مشاوره تحصیلی دکتر
علیرضا افشار

فرض کنید  چهار واحد طول باشد. ماتریس زیر یک جدول تبدیل واحد است - 1

  

، شش واحد از  است، یک واحد از  هشت واحد از است، و یک واحد از  نصف واحد از  است. این جدول را به عنوان یک بنابراین، یک واحد از 

. آیا می توانید بدون محاسبه ي مستقیم  را پیدا کنید؟ ماتریس در نظر بگیرید و شرح دهید که چرا 
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نشان دهید  معادلۀ خطی است. که از نقاط  و  می گذرد. - 20
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اگر  در این صورت اعداد حقیقی  و  و  و  را چنان بیابید که تساوي  برقرار باشد. - 35 6 02
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قضیۀ یکتایی وارون: وارون هر ماتریس مربعی در صورت وجود، منحصر به فرد است. - 6

اگر ماتریس  وارون پذیر باشد، ثابت کنید. - 7
1 1

معادلۀ دایره اي را بنویسید که خطوط  و  شامل قطرهایی از آن بوده و خط  بر آن مماس باشد. - 8134 3 6

نقاط  و  و  رئوس مثلث  هستند. معادله دایره محیطی مثلث  را بنویسید. سپس معادله مماس بر این - 9

دایره را در رأس  به دست آورید.
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معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکز آن  بوده و با دایرة  مماس داخل باشد. - 100 14 6 32 2

- روي یک بیضی با کانون هاي  و  به گونه اي قرار دارد که  و  بر هم عمودند. ثابت کنید:   112 2

ثابت کنید در هر بیضی طول کوتاه ترین وتر کانونی برابر است با:   - 122 2
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مرکز بیضی مقابل بر مبدأ مختصات و قطرهاي آن مانند شکل بر محور هاي  و  منطبق هستند و فاصلۀ  از هر دو نقطۀ  و  برابر  است. اگر - 13

خطی که در نقطۀ  بر  عمود کرده ایم بیضی را در نقطۀ  قطع کرده باشد. مختصات  را به دست آورید.
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، شش واحد از  است، یک واحد از  هشت واحد از است، و یک واحد از  نصف واحد از  است. این جدول را به عنوان یک بنابراین، یک واحد از 

. آیا می توانید بدون محاسبه ي مستقیم  را پیدا کنید؟ . آیا می توانید بدون محاسبه ي مستقیم  را پیدا کنید؟2. آیا می توانید بدون محاسبه ي مستقیم  را پیدا کنید؟2ماتریس در نظر بگیرید و شرح دهید که چرا 

 معادلۀ خطی است. که از نقاط  و  می گذرد.
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6 حاصل  را به دست آورید.
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ز

، شش واحد از  است، یک واحد از  هشت واحد از است، و یک واحد از  نصف واحد از  است. این جدول را به عنوان یکر. آیا می توانید بدون محاسبه ي مستقیم  را پیدا کنید؟ ، شش واحد از  است، یک واحد از  هشت واحد از است، و یک واحد از  نصف واحد از  است. این جدول را به عنوان یکربنابراین، یک واحد از  بنابراین، یک واحد از 

. آیا می توانید بدون محاسبه ي مستقیم  را پیدا کنید؟ر. آیا می توانید بدون محاسبه ي مستقیم  را پیدا کنید؟

، شش واحد از  است، یک واحد از  هشت واحد از است، و یک واحد از  نصف واحد از  است. این جدول را به عنوان یکم ، شش واحد از  است، یک واحد از  هشت واحد از است، و یک واحد از  نصف واحد از  است. این جدول را به عنوان یکمبنابراین، یک واحد از  ، شش واحد از  است، یک واحد از  هشت واحد از است، و یک واحد از  نصف واحد از  است. این جدول را به عنوان یکرمربنابراین، یک واحد از  ، شش واحد از  است، یک واحد از  هشت واحد از است، و یک واحد از  نصف واحد از  است. این جدول را به عنوان یکربنابراین، یک واحد از  ، شش واحد از  است، یک واحد از  هشت واحد از است، و یک واحد از  نصف واحد از  است. این جدول را به عنوان یکمبنابراین، یک واحد از  ، شش واحد از  است، یک واحد از  هشت واحد از است، و یک واحد از  نصف واحد از  است. این جدول را به عنوان یکربنابراین، یک واحد از  بنابراین، یک واحد از 



دو نقطۀ  و  روي یک بیضی و  و  کانون هاي بیضی اند.  به کانون  نزدیک تر و  به کانون  نزدیک تر است. اگر  - 14
باشد، نشان دهید: 

الف) در حالتی که دو پاره خط  و  یکدیگر را درون بیضی قطع نکنند با هم موازي اند.

ب) در حالتی که  و  یکدیگر را درون بیضی و در نقطه اي مانند  قطع کنند مثلث  متساوي الساقین است و  روي قطر کوچک بیضی
است.
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B نقطۀ  روي بیضی به اقطار  و  واحد به گونه اي قرار دارد که فاصلۀ آن تا مرکز بیضی برابر  واحد است. - 15

. الف) نشان دهید 

ب) نشان دهید مثلث  قائم الزاویه است.

ت) طول هاي  و  را به دست آورید. 
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- مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط  فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - 17

نسبت به دو کانون  و  کمترین مقدار را دارد؟ چرا؟ 

- دو زاویۀ  و  نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟

- اگر بدنۀ داخلی بیضی آینه اي باشد و از یکی از کانون هاي بیضی اشعۀ نوري بر بدنه داخلی بیضی تابیده شود، انعکاس
نور از کدام نقطه خواهد گذشت؟ چرا؟
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در شکل سهمی با رأس  و کانون  و خط هادي  رسم شده است. از  به نقطۀ دلخواه  روي سهمی وصل کرده و امتداد داده ایم تا  را در  - 18

،  را بر  عمود کرده ایم. ثابت کنید:   قطع کند و از نقطۀ 
2

طول کوتاه ترین وتر گذرنده از نقطۀ در دایرة  را حساب کنید. - 191 14 2 42 2

نقطۀ  رأس سهمی افقی با کانون  می باشد. اگر  روي خط  قرار گیرد، مختصات  را مشخص کنید و سپس معادلۀ - 20
سهمی را بنویسید.
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- مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط  فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - 17

نسبت به دو کانون  و  کمترین مقدار را دارد؟ چرا؟ 

- دو زاویۀ  و  نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟

- اگر بدنۀ داخلی بیضی آینه اي باشد و از یکی از کانون هاي بیضی اشعۀ نوري بر بدنه داخلی بیضی تابیده شود، انعکاس
نور از کدام نقطه خواهد گذشت؟ چرا؟

- مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط  فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - - مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط 171 فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - 17

در شکل سهمی با رأس  و کانون  و خط هادي  رسم شده است. از  به نقطۀ دلخواه  روي سهمی وصل کرده و امتداد داده ایم تا  را در  - 18

،  را بر  عمود کرده ایم. ثابت کنید:   قطع کند و از نقطۀ 
2

طول کوتاه ترین وتر گذرنده از نقطۀ در دایرة  را حساب کنید. - طول کوتاه ترین وتر گذرنده از نقطۀ در دایرة 19 - طول کوتاه ترین وتر گذرنده از نقطۀ در دایرة 191 - طول کوتاه ترین وتر گذرنده از نقطۀ در دایرة 19 - طول کوتاه ترین وتر گذرنده از نقطۀ در دایرة 191 - 194 2 42 2
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در شکل سهمی با رأس  و کانون  و خط هادي  رسم شده است. از  به نقطۀ دلخواه  روي سهمی وصل کرده و امتداد داده ایم تا  را در ع - در شکل سهمی با رأس  و کانون  و خط هادي  رسم شده است. از  به نقطۀ دلخواه  روي سهمی وصل کرده و امتداد داده ایم تا  را در ع18 - 18

لعل
در شکل سهمی با رأس  و کانون  و خط هادي  رسم شده است. از  به نقطۀ دلخواه  روي سهمی وصل کرده و امتداد داده ایم تا  را در ر - در شکل سهمی با رأس  و کانون  و خط هادي  رسم شده است. از  به نقطۀ دلخواه  روي سهمی وصل کرده و امتداد داده ایم تا  را در ر18 - 18

رترت تکتک
- اگر بدنۀ داخلی بیضی آینه اي باشد و از یکی از کانون هاي بیضی اشعۀ نوري بر بدنه داخلی بیضی تابیده شود، انعکاسی- اگر بدنۀ داخلی بیضی آینه اي باشد و از یکی از کانون هاي بیضی اشعۀ نوري بر بدنه داخلی بیضی تابیده شود، انعکاسی- اگر بدنۀ داخلی بیضی آینه اي باشد و از یکی از کانون هاي بیضی اشعۀ نوري بر بدنه داخلی بیضی تابیده شود، انعکاسد- اگر بدنۀ داخلی بیضی آینه اي باشد و از یکی از کانون هاي بیضی اشعۀ نوري بر بدنه داخلی بیضی تابیده شود، انعکاسد

ره
و

- مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط  فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - 17

و

- مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط  فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - - مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط ا17 فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - - مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط ا17 فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - - مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط ش17 فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - - مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط ش17 فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - - مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط 17 فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - - مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط ا17 فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - - مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط ش17 فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - - مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط ا17 فرض کنیم خط  مانند شکل مقابل در نقطۀ  بر بیضی مماس است.  - 17
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می د انیم اگر هر واحد از  مساوي  واحد از  باشد پس  ضمناً اگر هر واحد از  مساوي  واحد از  باشد پس  حال از ترکیب - 1

روابط فوق می توان فهمید هر واحد از  مساوي  واحد از  است

حال در ماتریس داده شده به طور مثال یعنی هر واحد از  مساوي چند واحد از  است. و  یعنی هر واحد از  چند واحد از  است بنابراین 

 یعنی هر واحد از  چند واحد از  است که این همان مقدار  می باشد.

پس در حالت کلی می توان گفت  حال با توجه به رابطه فوق اگر  باشد

 

بنابراین کافی است تک تک درایه هاي  را در  ضرب کنیم تا درایه هاي  ایجاد شوند.
سخت

معادلۀ خطی که از نقاط  و  می گذرد به شکل زیر است: - 2
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بنابراین کافی است تک تک درایه هاي  را در  ضرب کنیم تا درایه هاي  ایجاد شوند.

معادلۀ خطی که از نقاط  و  می گذرد به شکل زیر است: - 2

4

بنابراین کافی است تک تک درایه هاي  را در  ضرب کنیم تا درایه هاي  ایجاد شوند.4بنابراین کافی است تک تک درایه هاي  را در  ضرب کنیم تا درایه هاي  ایجاد شوند.
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همانطور که می بینید در تمام توان ها  می باشد.
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. فرض می کنیم ماتریس هاي  و  هر دو وارون  باشند؛ ثابت می کنیم:  - 6

 طبق فرض

 طبق فرض
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به همین ترتیب داریم:  
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تمامی قطرهاي دایره از مرکز می گذرند بنابراین از حل دستگاه معادله هاي دو قطر نقطه تقاطع آن ها (مرکز) به دست می آید. - 8
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،  و  تا مرکز برابر شعاع دایره است. فاصلۀ هر یک از نقاط 

O ) αو( β

d

C) و1( 1_ _A

B ) 1و1(

) و1( 3_

 

  مختصات مرکز

  معادله دایره

شیب خط مماس در نقطۀ   معکوس قرینه شیب  می باشد. 

بنابراین شیب خط مماس بر دایره در نقطۀ  صفر است. پس معادلۀ خط مماس به صورت زیر می باشد:

معادلۀ خط مماس  
سخت

- 10

: بررسی وضعیت مرکز  نسبت به دایره 
مختصات مرکز را در معادله دایره جایگذاري می کنیم.

بنابراین  درون دایره قرار دارد و مسئله دو جواب دارد و دو دایره مماس داخل بر آن
می توان رسم کرد.

 

طول خط المرکزین  را به  دست می آوریم.

براي این که دو دایره مماس داخل باشند باید داشته باشیم:
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شیب خط مماس در نقطۀ   معکوس قرینه شیب  می باشد. 

بنابراین شیب خط مماس بر دایره در نقطۀ  صفر است. پس معادلۀ خط مماس به صورت زیر می باشد:
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معادله دو دایره مماس داخل بر دایره داده شده در سؤال را در ادامه تشکیل می دهیم:

سخت

- 11

FF´

M

 

 

سخت

- 12

FF´
A´ A

X
Xa -2

M

N  

سخت

- 13

اندازة  برابر نصف کوتاه ترین وتر کانونی است بنابراین:

مختصات نقطۀ  می باشد.
سخت
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چهار ضلعی  متوازي الاضلاع است پس  و  موازي اند.
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1 1
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 از  و  به یک فاصله است.

بنابراین روي عمود منصف آن  متساوي الساقین است  (قطر کوچک بیضی) قرار دارد. 
سخت

الف) - 15
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ب) میانۀ  نصف  است. می دانیم اگر در مثلثی میانه اندازه میانه وارد بر یک ضلع نصف اندازة آن ضلع باشد آن مثلث قائم الزاویه است بنابراین 

 می باشد.
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 از  و  به یک فاصله است.

 متساوي الساقین است  (قطر کوچک بیضی) قرار دارد. 
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طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. بنابراین: 
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a a

 

راه حل دوم:

: در مثلث قائم الزاویه 

پس در مثلث  زاویۀ  برابر  درجه است.
سخت

) اگر نقطه اي خارج از بیضی باشد مجموع فواصل آن از دو کانون بیشتر از مجموع فواصل نقطۀ روي بیضی از دو کانون است بنابراین نقطۀ  از  - 17

که روي بیضی قرار دارد کمترین مقدار مجموع فواصل از دو کانون  و  را دارد.

) یادآوري مسئله کوتاه ترین مسیر:
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در شکل روبه رو براي این که نقطۀ  را روي خط  طوري پیدا کنیم که طول  کمترین مقدار ممکن را داشته باشد به روش زیر عمل
می کنیم:

) است. در ادامه داریم:  ابتدا بازتاب  را نسبت به  پیدا کرده و  می نامیم. سپس  را به  وصل می کنیم. محل تلاقی  با  نقطۀ مورد (

) در تابش نور، زاویه تابش و بازتابش باهم برابرند بنابراین اگر اشعه نوري از کانون  بر بیضی در نقطۀ  با

زاویۀ  تابیده شود زاویۀ بازتاب برابر  خواهد بود، چون  است بنابراین اشعه بازتاب نور از کانون دیگر

یعنی  می گذرد.
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پس در مثلث  زاویۀ  برابر  درجه است.
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