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نمودار تابع  به صورت مقابل است، نمودار تابع  را رسم کنید.   1

نمودار  را نسبت به محور  ها قرینه می کنیم. نمودار حاصل را  واحد به راست منتقل می کنیم و سپس آن را  واحد به پایین می بریم  2

تا تابع  حاصل شود، ضابطۀ تابع وارون تابع  را بیابید. 

اگر  روي  اکیداً نزولی باشد، دامنۀ تابع  را بیابید.   3

اگر تابع  روي  اکیداً نزولی و  باشد، دامنۀ تابع زیر را بیابید.   4

معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.   5

دامنۀ تابع  را بیابید.   6

نمودار تابع زیر را رسم کنید و بازه هایی را که در آنها تابع، صعودي، نزولی یا ثابت است، مشخص کنید.   7

نمودار تابع  با دامنۀ  به صورت زیر داده شده است، می خواهیم با استفاده از آن نمودار توابع    و    را رسم  8

کنیم. 
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ضابطۀ تابع وارون توابع یک به یک زیر را به دست آورید.   9
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در مورد هریک از قسمت هاي زیر نشان دهید که  و  وارون یکدیگرند.   10

، تابع هاي ترکیب  و  را با اعضایشان براي تابع   11
مشخص کنید. 

تابع  مفروض است. تابع ترکیب  را با اعضایش مشخص کنید.   12

، دامنه، برد و اعضاي تابع ترکیب  را مشخص کنید.  با فرض  و   13

، تابع هاي ترکیب  و  را به دست آورید.  براي توابع  و   14

براي تابع هاي اکیداً صعودي  و  نشان دهید که تابع هاي ترکیبی  و  نیز اکیداً صعودي هستند.   15

تابع  را به صورت ترکیب دو تابع دیگر بنویسید.   16

تابع  را به صورت ترکیب دو تابع  و  نوشته ایم. ضابطۀ توابع  و  را به دست آورید. آیا این ضابطه ها منحصربه فرد  17
هستند؟ 

براي تابع هاي اکیداً صعودي  و  نشان دهید توابع ترکیب  و  نیز اکیداً صعودي هستند.   18

تابع  را از ترکیب کدام دو تابع می توان به دست آورد؟   19

  (ب           (الف

، مقدارهاي ممکن براي   را به دست آورید.  هرگاه بدانیم:  ،  و   20

، صفرهاي تابع  را به دست آورید.  با فرض  و   21

، تابع هاي ترکیب  و  چه زمانی باهم برابر می شوند؟ براي تابع وارون پذیر   22

نیز برقرار باشد، مقدار  را به  اگر  و  بوده و تساوي   23

دست آورید. 

نمودارهاي توابع  و  در شکل رسم شده اند. دامنۀ ترکیب  را به دست آورید.  24

از دوران ذوزنقۀ  حول  شکلی با چه حجم به دست می آید؟  25

مثلث متساوي الاضلاعی به ضلع  را حول خط  دوران می دهیم. حجم حاصل چقدر است؟   26
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طول قطر کوچک، فاصلۀ کانونی و خروج از مرکز یک بیضی را به دست آورید که نقاط  و  دو سر قطر بزرگ بیضی و طول قطر  27

کوچک آن  فاصلۀ کانونی باشد. 

یک سکه را پرتاب می کنیم و اگر پشت بیاید  سکۀ دیگر را باهم پرتاب می کنیم. در این آزمایش احتمال این که دقیقاً یک سکه رو ظاهر شود  28
چقدر است؟ 

در دو جعبه به ترتیب  و  عدد لامپ یکسان موجود است. در جعبۀ اول  عدد و در جعبۀ دوم  عدد لامپ معیوب اند. از اولی  لامپ و از  29

دومی  لامپ به تصادف برداشته و در یک جعبۀ جدید قرار می دهیم. با کدام احتمال یک لامپ انتخابی از جعبه جدید معیوب است؟ 

در بیضی زیر اگر مساحت مثلث  یک سوم مساحت مثلث  باشد و طول قطر کوچک بیضی  باشد، خروج از مرکز و طول قطر  30
بزرگ بیضی را بیابید. 
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دو واحد راست

برابرعرض نقاط 2 ((

با توجه به این که براي رسم  باید در نمودار  طول نقاط را بر  تقسیم کنیم، حال براي رسم  از روي  باید در نمودار   1
 طول نقاط را در  ضرب کنیم.

سخت

 2

سخت

 . نکته: اگر  تابعی اکیداً نزولی باشد و  آنگاه   3

سخت

 4

 

چون  روي  اکیداً نزولی و  است، داریم: 

براي  تابع  مثبت است.  

براي  تابع  منفی است. 
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نمودار  تقریباً به صورت مقابل است.

 

 

سخت

   5

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

سخت
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 با توجه به دایرة مثلثاتی مقابل حدود  بصورت زیر است. 
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در حالت کلی داریم: 

 

سخت

رسم نمودار تابع  به آسانی قابل درك است. چرا که در هر مرحله با یک تابع خطی روبرو هستیم:  7
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رسم ھر ضابطھ

در محدودۀ خود --

می بینیم که این نمودار در بازة  اکیداً نزولی، در بازة  ثابت (که می توان آن را صعودي یا نزولی هم در نظر گرفت) و بالاخره در فاصلۀ  اکیداً صعودي است. براین

اساس می توانیم ادعا کنیم که این تابع در فاصلۀ  نزولی و در فاصلۀ  صعودي است. 
سخت

باید بدانیم که براي رسم نمودار تابع  از روي نمودار  کافی است طول هر نقطه از  را  برابر کرده و عرض آن ها را ثابت نگه داریم. به همین مناسبت می   8

) با ضریب  منبسط (یا بازتر) می شود.  هاي بین  و  ( ) با ضریب  منقبض (بسته تر) و براي  هاي بزرگتر از یک ( ، براي  توانیم بگوییم که نمودار تابع 
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(ب 

، براي دامنه و برد تابع وارون، داریم:   که با توجه به شرایط  و 

 

سخت

در هر مورد وارون یکی از توابع را یافته (معمولاً آن تابعی که محاسبۀ  برحسب  در آن ساده تر است) و نشان می دهیم که تابع وارون به دست آمده همان تابع دوم است.  10
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(الف   

 

(ب

سخت

بیایید ابتدا توابع  و  را باتوجه به اعضاي تابع  به دست آوریم:   11
  
 

، اعضاي این توابع را به دست می آوریم:   اکنون با توجه به تعریف تابع ترکیب و نیز دامنه هاي  و 

  
 

 
 

 
 

 
 

سخت

 ( ابتدا باید تابع  را به دست آوریم. دامنۀ این تابع همان دامنۀ  می باشد. (زیرا:  و   12

 

 

 در ادامه تابع ترکیب  را باتوجه به تعریف و دامنۀ تابع  محاسبه می کنیم. داریم: 

 

 

 بنابراین تابع  به صورت  است. 
حتماً درك کرده اید که: 

 
سخت

ابتدا توجه داریم که:  و  و    13
، درمی یابیم که تابع  روي آن دسته از دامنه هاي  اثر می کند که برد متناظر با آن دامنه متعلق به اکنون با توجه به تعریف هاي  و 

دامنۀ تابع  بوده باشد. براین اساس داریم: 
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 بنابراین می بینیم که  ،  و لذا  می باشد.

سخت
براي تابع مرکب  نیاز به توابع  و  داریم. تابع  را می توانیم از روي تابع  و با جابه جا کردن جاي مؤلفه هاي آن به دست آوریم:   14

  

 

 

 و حالا براي تابع مرکب  داریم: 

 
 

 

 

 
سخت

، اگر  باشد می توان نوشت:  تابع  اکیداً صعودي است. بنابراین براي هر  و  از دامنۀ   15

 

 اکیداً صعودي است. 

، اگر  باشد می توان نوشت:   این بار اکیداً صعودي بودن را با  آغاز می کنیم. براي هر  و  از دامنۀ 

 

 اکیداً صعودي است.  
سخت

، تابع ترکیب  اگر تابع  را به شکل  بازنویسی کنیم به روشنی می توانیم ببینیم که با فرض  و   16
همان تابع  خواهد بود.: 

 

 

سخت
هرتابع مانند  را می توان به روش هاي مختلف به صورت ترکیب دو تابع نوشت. یعنی این عمل منحصربه فرد نیست. مثلاً در این جا تابع  را می توانیم در دو حالت از  17

ترکیب تابع هاي  و  به دست آوریم. داریم: 

 

  

 

سخت
، آن گاه داریم:  ، اگر  ابتدا اکیداً صعودي بودن  را باتوجه به شرایط مسأله اثبات می کنیم. براي هر  و  از   18

  

 اکیداً صعودي است.    

 سپس با فرض  و توجه به رابطۀ  و با درنظر گرفتن این نکته که معکوس هر تابع اکیداً صعودي خود نیز اکیداً صعودي است، اکیداً صعودي بودن 

 باتوجه به اکیداً صعودي بودن  به راحتی قابل توجیه خواهد بود. 

همین روند را می توان درمورد تابع ترکیب و اکیداً صعودي  نیز انجام داد. تابع  به دلیل اکیداً صعودي بودن توابع  و  اکیداً صعودي بوده و معکوس آن یعنی
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 نیز اکیداً صعودي خواهد بود. 
سخت

در هر حالت تابع هاي ترکیب  و  را به دست آورده و باتوجه به دامنۀ مربوطه ساده می کنیم تا معلوم شود در کدام مورد تابع  به دست می آید:   19

  (الف

  

   (ب

 بنابراین تابع  را می توان از ترکیب توابع  و  به صورت  به دست آورد. 
سخت

باتوجه به رابطۀ  و با فرض  داریم:   20

 

 اکنون باتوجه به رابطۀ  و با فرض  داریم: 

  

 

سخت

ابتدا باید ضابطۀ  را به دست آوریم:   21
 

 حال تابع ترکیب  را تشکیل داده و برابر صفر قرار می دهیم: 

 

  

، صفرها یا ریشه هاي تابع  هستند.   بنابراین  و 

سخت

در نگاه اول ممکن است باتوجه به وجود روابط  و  تصور کنیم که توابع  و  به دلیل همانی بودن، همواره باهم برابرند که البته تصور  22
غلطی است. حقیقت در دامنۀ این توابع نهان است. 

 

،  از ،  از دامنۀ  (به شرطی که  متعلق به دامنۀ  باشد) انتخاب می شود و درحالی که در رابطۀ   با دقت روي این دامنه ها درمی یابیم در رابطۀ 

) توابع ترکیب  و  نیز باهم برابر می شوند. دامنۀ  (با این شرط که  است) انتخاب می شود. پس اگر دامنه و برد تابع وارون پذیر  باهم برابر باشند (

به عبارت دیگر اگر تابع  همانی باشد، تابع هاي  و  باهم برابر خواهند بود. مثلاً براي  داریم: 

 
سخت

، ابتدا مقدار  را (به صورت پارامتري) از روي ضابطۀ  به دست می آوریم:  باتوجه به رابطۀ   23
،  برابر  و براي  برابر  است.     یعنی براي 

، آن گاه  ) تبدیل خواهد شد. حال باتوجه به این نکته که «اگر  ) یا  (براي   درنتیجه آن رابطۀ اولیه به صورت  (براي 

 برقرار است.» داریم: 
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، آن گاه  ) تبدیل خواهد شد. حال باتوجه به این نکته که «اگر   (براي 

  

12

12

، آن گاه 1 ) تبدیل خواهد شد. حال باتوجه به این نکته که «اگر  ، آن گاه 1 (براي  ) تبدیل خواهد شد. حال باتوجه به این نکته که «اگر   (براي 
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 بنابراین تنها جواب قابل قبول براي  همان  بوده و داریم:  
سخت

، آن قسمت از دامنۀ  را شامل می  دامنۀ تابع  باتوجه به تعریف  از دستور  به دست می آید. به عبارت دیگر دامنۀ   24
شود که به ازاي آن ها،  متعلق به دامنۀ  باشد. در این جا باتوجه به نمودار داریم: 

 

 

 دامنۀ  همان دامنۀ  و برابر  است. زیرا به ازاي تمام اعضاي این بازه، مقادیر تابع  متعلق به  می باشد. مقادیر  همان  است. 

سخت

حجم حاصل مطابق شکل برابر است با:   25
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 نکته: حجم استوانه به شعاع  و ارتفاع  برابر  و حجم مخروط به شعاع  و ارتفاع  برابر  است. 

سخت

حجم حاصل استوانه اي خالی از دو مخروط می باشد.  26

d
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B´C´ K

LL´

H3 3

 

 

 

 

 

  

 

 نکته: حجم استوانه به شعاع  و ارتفاع  برابر با  است و حجم مخروط به شعاع  و ارتفاع  برابر است با: 

سخت

 27

 
 

 

 

 

 

قطر کوچک  

11 21

3 0 0 0
5
2

5
2

3 0 0 3 0
5
2

3 00
5
2

0
5
2

4 660
3

2
3

4 260
1
2

3 3

استوانھ مخروط

10 2 360 2462 1
3

62 3 3

21
3

2

2 360
3

2
3

3

استوانھ2 مخروط

2 2 18 632 3
1
3

32 3 3 3

12 3

21
3

2

2 2 4 4 2 8 4

طبق فرض 2 2 3 4
3
4

3
4

4
3

16 162 2 2 16
9

2 2 25
9

2

25 9 162 2 9 16
25

3 4
5

12
5

2
24
5

10

ی
شریح

ی ت
ی دوازدهم تکمیل

ض
ریا

مرکز مشاوره تحصیلی دکتر علیرضا افشار

قطر کوچک  

طبق فرض 2 2
3
4

3
4

2

قطر کوچک  

2 2 16
9

2

25 9 162 2 9 16
25

قطر کوچک  2قطر کوچک  
24
5

www.alirezaafshar.org



فاصلۀ کانونی  

 

 :ازطرفی

سخت

 28

 «رو» را با  و «پشت» را با  نشان می دهیم: 
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 :حالت مطلوب 

 احتمال مطلوب  

 

سخت
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توجه کنید که  و  و  است.
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 قطر بزرگ 
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