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فرض کنید بتوان یک ماتریس  مانند  را به صورت حاصلضرب یک ماتریس  در یک ماتریس  نوشت. ثابت کنید   1

.

،  و  تشکیل مثلث ندهند.  مقدار  و  را چنان بیابید که نقاط   2

بردار  قرینۀ بردار  نسبت به محور  ها و بردار  قرینۀ بردار  نسبت به محور  هاست. اگر  در امتداد   3

 باشد، اندازة بردار  کدام است؟  

دو بردار  و  در فضا مفروض اند. برداري به طول  را به دست آورید که در خلاف راستاي نیمساز داخلی  4

زاویۀ بین دو بردار  و  باشد.  

، ثابت کنید:   در شکل مقابل اگر   5

، مختصات نقطۀ  را به دست آورید.  ،  و  نقطه اي روي پاره خط  باشد. اگر  فرض کنید   6

اگر  در این صورت اعداد حقیقی  و  و  و  را چنان بیابید که تساوي  برقرار باشد.  7

اگر  و  حاصل  را به دست آورید.   8

قضیۀ یکتایی وارون: وارون هر ماتریس مربعی در صورت وجود، منحصر به فرد است.    9

اگر  و  یک عدد حقیقی باشد، ثابت کنید:   10

نقاط  و  و  رئوس مثلث  هستند. معادله دایره محیطی مثلث  را بنویسید. سپس معادله مماس  11

بر این دایره را در رأس  به دست آورید. 

معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکز آن  بوده و با دایرة  مماس داخل باشد.   12

13  روي یک بیضی با کانون هاي  و  به گونه اي قرار دارد که  و  بر هم عمودند. ثابت کنید:   

ثابت کنید در هر بیضی طول کوتاه ترین وتر کانونی برابر است با:     14

ثابت کنید مکان هندسی مرکز دایره هایی که بر دو دایره متداخل  و  مماس اند. یک بیضی می باشد.   15

دو نقطۀ  و  روي یک بیضی و  و  کانون هاي بیضی اند.  به کانون  نزدیک تر و  به کانون  نزدیک تر است. اگر   16
باشد، نشان دهید:  

الف) در حالتی که دو پاره خط  و  یکدیگر را درون بیضی قطع نکنند با هم موازي اند. 

ب) در حالتی که  و  یکدیگر را درون بیضی و در نقطه اي مانند  قطع کنند مثلث  متساوي الساقین است و  روي قطر کوچک
بیضی است. 

نام و نام خانوادگی:

نام آزمون: هندسه دوازدهم تکمیلی تشریحی

زمان برگزاري: 120 دقیقه

تعداد سوال: 30

مرکز مشاوره تحصیلی دکتر
علیرضا افشار
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ثابت کنید مکان هندسی مرکز دایره هایی که بر دو دایره متداخل  و  مماس اند. یک بیضی می باشد.   

دو نقطۀ  و  روي یک بیضی و  و  کانون هاي بیضی اند.  به کانون  نزدیک تر و  به کانون  نزدیک تر است. اگر   

ب) در حالتی که  و  یکدیگر را درون بیضی و در نقطه اي مانند  قطع کنند مثلث  متساوي الساقین است و  روي قطر کوچک
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در بیضی مقابل  و  در قطراند. خط  در نقطۀ  بر بیضی مماس است. پاره خط  را رسم می کنیم و در نقطۀ  عمودي بر   17

رسم می کنیم تا خط  را در نقطۀ  قطع کند و از  عمودي بر امتداد قطر بزرگ بیضی رسم می کنیم تا آن را در نقطه اي مانند  قطع کند. اگر 

، مقدار  را به دست آورید. 

نقطۀ  روي بیضی به اقطار  و  واحد به گونه اي قرار دارد که فاصلۀ آن تا مرکز بیضی برابر  واحد است.    18

 . الف) نشان دهید 

ب) نشان دهید مثلث  قائم الزاویه است. 

ت) طول هاي  و  را به دست آورید.  

در بیضی مقابل طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. اندازة زاویۀ  چند درجه است؟   19

ثابت کنید خط  بر سهمی به معادلۀ  مماس است و مختصات نقطۀ تماس را بیابید.  20

سهمی  مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع  واحد دایره اي رسم می کنیم، مختصات نقاط برخورد دایره و سهمی را  21
بیابید.

، اندازة تصویر قائم  بردار  در فرض کنید زاویۀ بین دو بردار  و  حاده بوده و  و  باشد. اگر   22

امتداد بردار  را به دست آورید. 

،  و  باشد، حاصل عبارت  را به دست آورید.   ، اگر در شکل مقابل   23

، فاصلۀ نقطۀ  تا نقطۀ  دو نقطۀ  و  مفروض اند. اگر نقطۀ  در فضا بوده به طوري که   24

 را به دست آورید.  

، کمترین مقدار عبارت  را به دست آورید.  اگر   25

اگر زاویۀ دو بردار  و  با محور  ها به ترتیب  و  بوده و  و  باشند، اندازة تصویر بردار  روي محور  ها را  26

به دست آورید.  

بردارهاي  و  و  قطرهاي وجوه مجاور یک متوازي السطوح هستند که همگی از یک نقطه  27
می گذرند، مقدار حجم آن را به دست آورید. 

اگر  و  و اندازة تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر  باشد، مساحت مثلث ساخته شده روي دو بردار  و   28

 را به دست آورید. 
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اگر زاویۀ دو بردار  و  با محور  ها به ترتیب  و  بوده و  و  باشند، اندازة تصویر بردار  روي محور  ها را  

 قطرهاي وجوه مجاور یک متوازي السطوح هستند که همگی از یک نقطه

اگر  و  و اندازة تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر  باشد، مساحت مثلث ساخته شده روي دو بردار  و  اگر  و  و اندازة تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر  باشد، مساحت مثلث ساخته شده روي دو بردار  و   اگر  و  و اندازة تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر  باشد، مساحت مثلث ساخته شده روي دو بردار  و 2  اگر  و  و اندازة تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر  باشد، مساحت مثلث ساخته شده روي دو بردار  و   اگر  و  و اندازة تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر  باشد، مساحت مثلث ساخته شده روي دو بردار  و 3   
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معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکزش روي خط  باشد و از دو نقطۀ  و  بگذرد.   29

مرکز دایرة  به شعاع  روي خط  قرار دارد. اگر این دایره از نقطۀ  بگذرد معادلۀ آنرا بنویسید.   30
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فرض کنیم   و   در این صورت داریم:   1

 

 

سخت
،  و  تشکیل مثلث نمی دهند یعنی در یک راستا قرار دارند. بنابراین:   چون سه نقطۀ   2

C
A

B

 

از آن جا که مؤلفۀ اول  صفر است باید مؤلفۀ اول  نیز صفر باشد. (هر دو در صفحۀ  قرار دارند.) 

سخت
 3

 

 

سخت
 4

 

، هر مضربی از  به فرم  نیز در راستاي نیمساز داخلی و بردار  دو  است.  به ازاي هر عدد حقیقی 
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A C B
 

سخت
 7

 

 

یا 

سخت
 8

 

 

همانطور که می بینید در تمام توان ها  می باشد. 
سخت

 . فرض می کنیم ماتریس هاي  و  هر دو وارون  باشند؛ ثابت می کنیم:   9
 طبق فرض 

 طبق فرض 

سخت
باید ضرب  و  برابر  شود.   10

 

به همین ترتیب ثابت می شود  هم برابر  می شود. 

سخت
 11

،  و  تا مرکز برابر شعاع دایره است. فاصلۀ هر یک از نقاط 
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  مختصات مرکز 

  معادله دایره

شیب خط مماس در نقطۀ   معکوس قرینه شیب  می باشد.  

بنابراین شیب خط مماس بر دایره در نقطۀ  صفر است. پس معادلۀ خط مماس به صورت زیر می باشد: 

معادلۀ خط مماس  
سخت

 12

 

 : بررسی وضعیت مرکز  نسبت به دایره 
مختصات مرکز را در معادله دایره جایگذاري می کنیم. 

 بنابراین  درون دایره قرار دارد و مسئله دو جواب دارد و دو دایره مماس داخل بر آن می توان رسم کرد.

طول خط المرکزین  را به  دست می آوریم. 

براي این که دو دایره مماس داخل باشند باید داشته باشیم: 

معادله دو دایره مماس داخل بر دایره داده شده در سؤال را در ادامه تشکیل می دهیم: 
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سخت

 15

دو دایرة  و  مماس داخل هستند بنابراین طول خط المرکز آن ها برابر است با:

O1

O3

O2

C1

C2

C3
R

3
R2

R 3
R 1-

دو دایرة  و  مماس خارج هستند بنابراین طول خط  المرکزین آن ها برابر است با:  

 

بنابراین مکان هندسی مرکز دایره  یک بیضی با طول قطر بزرگ  با کانون هاي  و  می باشد.
سخت

 16

FF´

B

A  

 (الف

چهار ضلعی  متوازي الاضلاع است پس  و  موازي اند. 

F

A

F´

B
M

1 1

 

(ب

 

 از  و  به یک فاصله است. 

بنابراین روي عمود منصف آن  متساوي الساقین است  (قطر کوچک بیضی) قرار دارد.  
سخت

 17
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سخت

الف)   18

FF´ O

M

AA´

B´

B

 

 

 

 

ب) میانۀ  نصف  است. می دانیم اگر در مثلثی میانه اندازه میانه وارد بر یک ضلع نصف اندازة آن ضلع باشد آن مثلث قائم الزاویه است بنابراین  می باشد. 

 

 

 

 

سخت

راه حل اول:   19
طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. بنابراین:  

FF´

B

AA´
O

B´

a a

 

 

 

 

 
راه حل دوم: 

 : در مثلث قائم الزاویه 

پس در مثلث  زاویۀ  برابر  درجه است.
سخت

خط بر سهمی مماس است بنابراین باید معادلۀ حاصل از حل دستگاه آن ها داراي ریشۀ مضاعف باشد.  20
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 ریشۀ مضاعف است و خط بر سهمی مماس است. 

سخت

 21
y

x
S F

 

سهمی افقی و دهانۀ آن رو به راست است  

 

کانون سهمی مرکز دایره به شعاع  واحد است. بنابراین داریم: 

 معادلۀ دایره
براي به دست آوردن مختصات نقاط برخورد دایره و سهمی دستگاه معادلات آن ها را حل می کنیم: 

 

بنابراین مختصات نقاط برخورد دایره و سهمی به صورت زیر است: 

سخت

 22

 

 

  

سخت

 23
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سخت
 25

 : نامساوي کوشی - شوارتز 

 

  

سخت

اگر  و  به ترتیب زاویۀ بردار  و  با محور  ها باشند، داریم:   26

  

 
سخت

،  و  قطرهاي وجوه مجاور یک متوازي السطوح باشند که همگی از یک نقطه می گذرند، حجم آن برابر است تا نصف متوازي السطوح یعنی:  اگر بردارهاي   27
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 مساحت مثلث ساخته شده روي دو بردار  و  برابر است با نصف اندازة حاصل ضرب خارجی آن دو یعنی: 
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از آنجا که مرکز دایره روي خط  قرار دارد، پس مختصات آن بصورت  می باشد. مطابق شکل داریم:   29
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مرکز دایره روي  قرار دارد پس به صورت  می باشد. داریم:   30
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