
وقت :   دقیقهتاریخ :

تعداد سوالات: 40نام و نام خانوادگی :

مرکز مشاوره تحصیلی دکتر علیرضا افشارموضوع هندسه تحلیلی و جبر خطی( * نقطه و بردارها در فضاي سه بعدي * معادلات خط و صفحه)

1. چند بردار به طول  وجود دارد که بر هر سه بردار  و  و  عمود باشد؟
4) بی شمار3) 2) 1) 

2. به ازاي کدام مقدار  دو خط به معادلات  متقاطع اند؟

 (1 (2 (3 (4

3. نقطه ي  واقع بر خط به معادله  و  است، اگر فاصله  از صفحه اي به معادله 
 برابر  باشد، ارتفاع مثبت نقطه  کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

4. اگر اندازه دو بردار  و  برابر باشند کسینوس زاویه بین
دو بردار کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

5. اگر  محل تلاقی عمود منصف هاي مثلث متساوي الاضلاع  باشد، حاصل  را بیابید.

 (1 (2 (3 (4

6. اندازه تصویر بردار  بر بردار  کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

7. طول نقطه اي از خط  که فاصله ي آن از  برابر  باشد کدام است؟
 (1-1 (2 (3 (4

8. تصویر خط  روي صفحه ي  کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

9. معادله ي صفحه اي که از نقطه  گذشته و با بردارهاي  و  موازي باشد،
کدام است؟

 (1 (2
 (3 (4

91
27

28
ل 

ریا
س

2(2,1,−1)a
→

(1,2,2)b
→

(0,−3,−5)c
→

021

a= = −z, = =
x− 3

1
y+ a

2
x+ 1

2
y− 2
−1

z

2
−5−335

My = 0x = 2z+ 3M

2x+ 2y− z = 05M

1234

= 2i+ (a+ 1)j+ 4kV
→

1= ai+ 4j+ 3kV
→

2

16
29

24
29

4
29−−√

28
29

DABC+ +DA
−→−

DB
−→−

DC
−→−

0
→

3DA
−→−

3DB
−→−

3DC
−→−

a(−1,1,2)b(1,1,1)

3
−−

√
2 3−−√

3
3−−√

3
2 3

−−
√

x− 1 = 1 − y = zM(−1,1,0)2
012

D : (y = 1,z = 2)yoz

x = 0,y = 1z = 0,y = 1A(0,1,2)A(1,0,2)

(3,4,−5)(3,1,−1)V1(1,−2,1)V2

3x+ y− 2z− 3 = 0x+ y+ z− 2 = 0
x+ 4y+ 7z− 8 = 0x+ 4y+ 7z+ 16 = 0
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صفحه 2

10. فاصله ي نقطه  از خط  کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

11. کسینوس زاویه ي بین دو خط  کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

12. اگر سه بردار  و  و  در رابطه ي  

 
( صدق کنند حاصل  کدام است؟ (با فرض 

 (1-1 (2 (3 (4

13. معادله صفحه ي گذرنده از نقطه  و عمود بر خط  کدام است؟
 (1 (2
 (3 (4

14. اگر خط  با دو محور  و  زاویه هاي مساوي تشکیل دهد، مقدار  کدام

است؟
 (1 (2 (3 (4

15. فاصله هر نقطه روي خط  از صفحه ي  برابر یک است. در این

صورت  کدام است؟

4)  یا 3)  یا 2) 1) 

16. فاصله ي نقطه ي  از فصل مشترك دو صفحه ي  و  کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

17. معادله خط گذرنده از نقطه  و عمود متقاطع بر خط  کدام است؟
 (1 (2
 (3 (4

18. دو یال مکعبی در راستاي  دو خط  و  قرار دارند. مساحت کل این

مکعب کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

M(1,−1,1){2x = 1
2y+ z = −1

11
2

21
4

x− 1 = 2y = ,{z− 3
4

mx = 1
z = 2

1
69−−√

3−−√

3
1
65−−√

1
2

a = i+ 2j+ kb = αi+ j+ 3kc = 2i+ βj+ ka× b = a× c

α+ βb ≠ c

012

(1,2,−1)x = −2y = 2z
x− 2y+ 2z− 4 = 02x− y+ z+ 2 = 0
x− 2y+ 2z+ 4 = 02x− y+ z+ 1 = 0

= 2y− 1 =
x− 7

2a
2z

2a+ 2
oxoza

−2−121

x+m = =
2y− 4

2n
z

3
3x− z+ y = 2

m+n

±
11−−√

3
±

3−−√

11
3−−√

11
0

11−−√

3
0

A(1,−1,2)x+ 2y = 4x− y = 1
235

−−
√4

(1,0,−1)x− 1 = y+ 1 = z

x = 1 ,  z+ y = 1x = 1 ,  z+ y = −1
y = 0 ,  x− y = −1y = 0 ,  x− z = 1

D : {y = 2
z = 1

: (x = 2 , y = 1 − z)D′

82 2
−−

√122 3
−−

√

www.alirezaafshar.org

مرکز مشاوره ی دکتر علیرضا افشار



صفحه 3

19. مبدأ مختصات یکی از رئوس لوزي اي است که معادله ي یک قطر آن   می باشد، عرض

مرکز لوزي کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

20. به ازاي کدام مقدار  خطوط   و  بر هم عمودند؟

-1) صفر  (2 (3 (4

، آنگاه  کدام است؟ 21. اگر  و  دو بردار باشند، به طوري که  و 

 (1 (2 (3 (4

، برابر  . اگر  و  و زاویه ي بین  و  22. براي سه بردار  و  و  داریم: 
باشد، حاصل  کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

ها را با کدام ارتفاع قطع می  23. صفحه گذرنده بر خط به معادله  و نقطه  محور 

کند؟
 (1 (2 (3 (4

24. اگر  و  باشد، زاویه ي بین دو بردار  ,  کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

25. خط گذرنده از دو نقطه ي  و  بر کدام صفحه ي زیر عمود است؟
 (1 (2
 (3 (4

26. اگر دو بردار  و  مفروض باشند به طوري که بردار  نیمساز زوایه ي بین دو

 
بردار  باشد، آنگاه مقدار  کدام است؟ 

 (1 (2 (3 (4

27.   و  دو بردار یکه اند که با هم زاویه  می سازند. مساحت مثلثی که بر دو بردار 
ساخته می شود، کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

28.  برداري غیر صفر است و  دراین صورت کدام گزینه در مورد بردارهاي  الزاما درست
است؟

4) هم انداره اند3) موازي اند2) عمودند1) برابرند

= y+ 3 =
x− 1

2
z+ 4

2

−212−3

md : (x = my = )
z

2
: {d

′ x− y+ 2 = 0
z+ y = 1

121

aba ⋅ b = −12 , |a× b| = 16|b| = 5|a|

4 7−−√

5
4

3 5−−√

2
6

abca+ 2b+ 2c = o
→

a ⋅ c = 3|c| = 3ac60∘

a ⋅ b

5−53−3

= =
x+ 1

2
y

3
z− 2
−1

(0,3,0)Z

−2−323

|c| = , |b| = 2 , |a| =6
−−

√ 5
−−

√b+ = c× aeaba

90∘120∘60∘150∘

A(2,−3,4)B(1,0,−2)

x+ 3y− 6z = 72x+ 3y+ 4z = 1
2x− 3y− 4z = 9x− 3y+ 6z = 5

a(4,3,m)b(2,−4,m+ 1)(a+ b)
b,am

1−12−2

ab30∘
(2a− 5b) , (4a+ 3b)

4٫55٫56٫57٫5

aa× b = a× ca,b− c
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صفحه 4

29. صفحه اي که شامل خط  بوده و موازي خط  است، از

نقطه ي  می گذرد.  کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

30. نقطه اي روي خط  از دو صفحه ي  و 

 به یک فاصله است. طول این نقطه کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

31. اگر   باشد، اندازه بردار   کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

32. فرض کنید اندازه ي بردارهاي  به ترتیب  و  زاویه ي بین بردارهاي  برابر  باشد. اگر زاویه ي
، حاده باشد. آن گاه اندازه ي بردار  کدام است؟ ( قرینه ي  نسبت  است). بین بردارهاي 

 (1 (2 (3 (4

ها را  بنامیم و   33. اگر قرینۀ نقطۀ  نسبت به صفحۀ   را  و قرینۀ نقطۀ  نسبت به محور 
باشد، آن گاه فصلۀ نقطۀ  از صفحۀ   کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

، برابر با  است. مقدار مثبت  کدام است؟ 34. فاصلۀ نقطۀ  از نیمساز ناحیۀ اول و سوم در صفحۀ 
 (1 (2 (3 (4

35. حاصل  چند برابر  است؟
 (1 (2 (3 (4

36. در صورتی که  و زاویۀ بین دو بردار  و  برابر  باشد، مساحت مثلثی که توسط دو بردار 
 و  ساخته می شود، کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

37. طول عمود مشترك دو خط متنافر   و   کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

38. مساحت متوازي الاضلاع بنا شده بر دو بردار   و   چند برابر مساحت مثلث بنا شده بر دو بردار  , 
می باشد؟

 (1 (2 (3 (4

d : x = y− 1 = 1 − z: = y+ 1 =d′ x− 1
3

z

2
(m,2m,0)m

12−1−2

D : {x+ y+ z = −1
x− y+ z = 1P : x+ 2y+ 2z+ 3 = 0

: x+ 2y+ 2z+ 7 = 0P ′

1234

|a× b| = 3(3a− b) × (4a+ b)

921318

b و a ′′43,aa′′120
∘

b و aa− 2ba′′ab

2 19
−−

√2 7
−−

√75 2
−−

√

AxyBAxC|BC| = 10
Axz

5101520

P(2,m,1)yz2 3
−−

√m

4235

(2 − 3 ) × (4 + )a
→

b
→

a
→

b
→

×a
→

b
→

8101214

|a| = |b| = 2ab150∘

2a+ 3b3a− 2b
26132412

: x− 1 = =d′ y

2
z− 1

2
d : x = = z

y

2
5−−√

5
2 5−−√

5
5
−−

√1
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3a+ 2b2a− bba

791014
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صفحه 5

39. اگر خط  در صفحۀ  قرار داشته باشد،  کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

40. نقطۀ  واقع بر خط  بوده و از صفحۀ  به فاصلۀ  است. طول مثبت

نقطۀ  کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

= =
x− 1

2
y+ 1

3
z− 2
−2

x+ by+ 2z = c
c

b

136٫5115٫5

AD :
⎧
⎩⎨
x = t

y = t

z = 2t+ 1
2x− y+ 2z = 62

A

1234
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وقت :   دقیقهتاریخ :

تعداد سوالات: 40نام و نام خانوادگی :

مرکز مشاوره تحصیلی دکتر علیرضا افشارموضوع هندسه تحلیلی و جبر خطی( * نقطه و بردارها در فضاي سه بعدي * معادلات خط و صفحه)

1.گزینه 2

پس  بردار  و  و  هم صفحه اند. بنابراین تنها  بردار به طول  بر این صفحه عمود است.
-سخت

2.گزینه 1
روش اول:

روش دوم: یک نقطه از خط اول را به صورت پارامتري در نظر می گیریم.
 

این نقطه باید در خط دیگري صدق کند و یک مقدار واحد براي  بدست آید:

این مقدار  را در معادله دیگر قرار می دهیم:

-سخت
ابتدا خط  را پارامتري کرده و نقطه  را به صورت شناور برحسب  روي آن انتخاب می کنیم: 3.گزینه 3

 فاصله نقطه  تا صفحه 

-سخت
4.گزینه 4

-آسان

91
27

28
ل 

ریا
س

⇒ (b× c) = = (−4, 5,−3) ⇒ a ⋅ (b× c) = (2, 1,−1)
a = (2, 1,−1)
b = (1, 2, 2)
c = (0,−3,−5)

⎫
⎭⎬
⎪
⎪

∣
∣
∣

1
0

2
−3

2
−5

∣
∣
∣

⋅ (−4, 5,−3) = 0
3abc22

A(−1, 2, 0) B(3,−a, 0), = (1, 2,−1), = (2,−1, 2)V
→

V
→′

⇒ ⋅ ( × ) = 0 ⇒ = 0 ⇒ 12 − 4(−a− 2) = 0 ⇒ 4a = −20 ⇒ a = −5AB
−→−

V
→

V
→′ ∣

∣

∣
∣
∣

4
1
2

−a− 2
2

−1

0
−1
2

∣

∣

∣
∣
∣

A(2t− 1,−t+ 2, 2t)
t

= = −2t2t− 1 − 3
1

−t+ 2 + a

2
= −2t ⇒ 2t− 4 = −2t ⇒ 4t = 4 ⇒ t = 12t− 4

1
t

= −2 ⇒ a+ 1 = −4 ⇒ a = −5−1 + 2 + a

2

dMt

d : { ⇒ d : ⇒ M = (2t+ 3, 0, t)
x = 2z+ 3
y = 0

⎧

⎩⎨
⎪

⎪

x = 2t+ 3
y = 0
z = t

= = 5 ⇒ |3t+ 6| = 15
|4t+ 6 + 0 − t|

4 + 4 + 1− −−−−−−√
MP

⇒ {3t+ 6 = 15 ⇒ 3t = 9 ⇒ t = 3 ⇒ M = (9, 0, 3)

3t+ 6 = −15 ⇒ 3t = −21 ⇒ t = −7 ⇒ M = (−11, 0,−7)

= ⇒ = ⇒ a = 2∣∣V1∣∣ ∣∣V2∣∣ 4 + + 16(a+ 1)
2− −−−−−−−−−−−−

√ + 16 + 9a2− −−−−−−−−
√

cosθ = = =
⋅V1 V2

| | | |V1 V2
4 + 12 + 12

4 + 9 + 16− −−−−−−−√ 4 + 16 + 9− −−−−−−−√
28
29
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صفحه 6

5.گزینه 1
 درحالت کلي در مثلث متساوي الاضلاع محل تلاقي عمود منصف ها همان محل تلاقي ارتفاع ها، ميانه ها و نيمساز 

هاست.

A

B C

M

D

-متوسط
6.گزینه 2

 یا

-آسان
خط  را پارامتري کرده و نقطه  را برحسب  بصورت شناور روي آن انتخاب می کنیم: 7.گزینه 3

فاصله نقطه  را از  مساوي  قرار می دهیم:

-متوسط
خط  موازي محور  ها می باشد در نتیجه بر صفحه  عمود است بنابراین تصویر خط  روي این صفحه یک نقطه 8.گزینه 3

 
است،

( که این نقطه همان محل برخورد خط داده شده با صفحه  است یعنی نقطه اي به مختصات ( و  و 
-سخت

9.گزینه 4
کافی است بردارهاي  و  را در هم ضرب خارجی کنیم تا بردار نرمال صفحه  حاصل شود:

 

-آسان

⇒ + + =
+ = 2DA

−→−
DB
−→−

DM
−→−

= −2DC
−→−

DM
−→−

⎫
⎭⎬ DA

−→−
DB
−→−

DC
−→−

O
→

= b = × (1, 1, 1) = ( , , )a′ a ⋅ b

|b|2
−1 + 1 + 2

3
2
3

2
3

2
3

⇒ | | = = = =a′ + +
4
9

4
9

4
9

− −−−−−−−−

√ 4
3

−−

√ 2
3−−√

2 3−−√

3

| | = = =a′ |a ⋅ b|

|b|

|−1 + 1 + 2|

3−−√

2 3−−√

3

dAt

d : x− 1 = 1 − y = z = t ⇒ d : ⇒ A(t+ 1, 1 − t, t) , M(−1, 1, 0)
⎧

⎩⎨
x = t+ 1
y = 1 − t

z = t

AM2

|AM| = 2 ⇒ = 2+ +(t+ 2)
2

t2 t2
− −−−−−−−−−−−−−

√

⇒ 3 + 4t = 0 ⇒ { ⇒t2
t = 0
t = −4

3

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

A(1, 1, 0) ⇒ x = 1

A( , , ) ⇒ x =
−1
3

7
3

−4
3

−1
3

dxyozd

yoz210

V1V2P

⇒ = × =
P || ⇒ ⊥V1

−→
NP
−→−

V1
−→

P || ⇒ ⊥V2
−→

NP
−→−

V2
−→

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
NP
−→−

V1
−→

V2
−→ ∣

∣
∣

3
1

1
−2

−1
1

∣

∣
∣

= (−1,−4, ,−7) = (1, 4, 7)− →−−
×−1

nP
−→

A(3, 4,−5) ∈ P ⇒ P : x+ 4y+ 7z = −16
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صفحه 7

10.گزینه 2
ابتدا یک نقطه از خط  استخراج می کنیم:

-آسان
11.گزینه 1

-متوسط
12.گزینه 3

-متوسط
13.گزینه 4

تذکر: اگر خط بر یک صفحه عمود باشد بردار هادي خط همان بردار نرمال صفحه می باشد و برعکس.

A

u D
P

D
n

-آسان

 
مختصات  و  بردار هادي این خط باید برابر باشند تا خط با دو محور  و  زاویه مساوي بسازد.  14.گزینه 4

-آسان

d

d : {2x = 1
2y+ z = −1

N ∈ d ⇒ N( , 0,−1)
1
2

⇒ × = = (0,−1,− )

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= (− , 1,−2)MN
−→− 1

2

= (0, ,−1) = (0, 1,−2)ud
−→ 1

2
⇒
×2

ud
−→

MN
−→−

ud
−→

∣

∣

∣
∣
−

1
2

0

1

1

−2

−2

∣

∣

∣
∣

1
2

L = = = = =
| × |MN
−→−

ud
−→

| |ud
−→

1 +
1
4

− −−−−
√

5−−√

5
4

−−
√

5−−√
1
4

−−

√ 1
2

= (0, 1, 0)ud

= (1, , 4) = (2, 1, 8)ud′
1
2

⇒
×2

ud′

cosθ = = =
⋅ud ud′

| | | |ud ud′

1
1 × 69−−√

1
69−−√

a× b = a× c ⇒ a× b− a× c = ⇒ a× (b− c) = ⇒ a ∥ (b− c)0
→

0
→

⇒ { ⇒ = =
b− c = (α− 2)i+ (1 − β)j+ 2k
a = i+ 2j+ k

1
α− 2

2
1 − β

1
2

⇒ { ⇒ α+ β = 1α = 4
β = −3

⇒ P : 2x− y+ z = −1= = (1, , ) (2,−1, 1)ud np
−→ −1

2
1
2 =

×2

A = (1, 2,−1) ∈ P

⎫
⎭⎬

xzoxoz

= (2a, ,a+ 1) ⇒ 2a = a+ 1 ⇒ a = 1ud
1
2
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صفحه 8

15.گزینه 1
چون فاصله همه نقاط خط  از صفحه  مقدار ثابتی است پس خط  یا صفحه  موازي است پس:

 خط  موازي صفحه  است 

) براي پیدا کردن خط  تا صفحه  کافی است فاصله ي نقطه اي دلخواه از خط را تا صفحه  بیابیم.    

  فاصله  تا

صفحه 

   یا  

-متوسط
16.گزینه 3

-سخت
ابتدا خط  را پارامتري کرده و  را بر حسب  روي آن تعیین می کنیم سپس بردار  را می سازیم این بردار 17.گزینه 2

بر  عمود است پس  که از اینجا  بدست می آید بردار  همان بردار هادي خط  می باشد.

d

d

M

A( ), ,1 0 -1

 

-سخت
چون دو خط داده شده موازي و متقاطع نیستند، لذا دو یال متنافر مکعب را تشکیل می دهند، لذا طول عمودمشترك 18.گزینه 3

این دو خط متنافر برابر یال مکعب می باشد.طول عمود مشترك را از رابطه ي به دست می آوریم که در آن  و  دو نقطه دلخواه از دو
خط  و  و  و  بردارهاي هادي دو خط هستند (در واقع از یکی از خطوط صفحه اي به موازات خط دیگر رسم می کنیم و

سپس فاصله ي خط دوم را از صفحه ي به دست آمده، به دست می آوریم)

dPdP

⇒ ⋅ = 0 ⇒ (3, 1,−1) ⋅ (1,n, 3) = 0 ⇒ 3 + n− 3 = 0 ⇒ n = 0nP
→

ud
→

dP

1)
2dPPA(−m, 2, 0) ∈ d

= 1 ⇒ = 1 ⇒ |3m| = ⇒ 3m = ± ⇒
|−3m+ 2 − 0 − 2|

9 + 1 + 1− −−−−−−−−√
11
−−−

√ 11
−−−

√

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪

m =
11−−−√
3

m =
− 11−−−√

3

A

P

m+ n =
− 11−−−√

3
m+ n = + 011−−−√

3

D : { { B ∈ D ⇒ B(2, 1, 0)
x− y = 1
x+ 2y = 4 − →−−−−−

حل دستگاه x = 2
y = 1

L = = =

⋅
∣

∣
∣AB

→
ud
→∣

∣
∣

∣
∣ud
→∣

∣

5−−√

1
5
−−

√⇒ × = (2,−1, 0) ⇒
= (1, 2,−2)AB

→

= (0, 0, 1)ud
→

⎫
⎭⎬ AB

→
ud
→

dMtAM

dAM ⋅ = 0udtAMd′

d : x− 1 = y+ 1 = z ⇒ (1, 1, 1)ud

d : x− 1 = y+ 1 = z = t ⇒ d : ⇒ M(t+ 1, t− 1, t) ⇒
⎧
⎩⎨
x = t+ 1
y = t− 1
z = t

AM
→

= (t, t− 1, t+ 1)

⊥ d ⇒ ⊥ ⇒ ⋅ = 0 ⇒ t+ t− 1 + t+ 1 = 0 ⇒ t = 0AM
−→−

AM
−→−

ud
−→

ud
−→

AM
−→−

⇒ = (0,−1, 1) =AM
−→−

ud′

A ∈ ⇒ : = = ⇒ :d′ d′ x− 1
0

y− 0
−1

z+ 1
1

d′
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

x = 1

= ⇒ y+ z = −1
y

−1
z+ 1

1

AB

DD′uu′
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صفحه 9

  مساحت کل  طول عمود مشترك  طول

یال مکعب
ها و خط دوم موازي صفحه ي  است، لذا می توان این پرسش را از راه دیگري نیز راه حل دیگر: چون یکی از خطوط موازي محور 

حل کرد.

، فاصله ي نقطه ي  نقطه ي تقاطع خط  با صفحه ي  ، نقطه ي  است. کافی است داخل صفحه ي 

 را از خط  به صورت دو بعدي بیابیم:

 فاصله  

تذکر: اگر معادله ي عمود مشترك نیز خواسته می شد، به همین صورت می توانستیم خط عمود از این نقطه بر خط  را
نوشته و در آخر صفحه ي  را به معادله ي خط اضافه کنیم تا معلوم شود معادله ي به دست آمده، خطی داخل صفحه ي 

است.
-متوسط
O  چون اقطار لوزي عمود منصف یکدیگرند، لذا براي یافتن مرکز لوزي که محل تلاقی اقطار است. باید تصویر نقطه ي 19.گزینه 1

 
را بر خط داده شده بیابیم. براي این منظور ابتدا نقطه اي شناور (پارامتري) روي خط در نظر می  گیریم:

0, 0 , 0( )O

H
d

 
حال شرط تعامد پاره خط   بر خط داده شده را کنترل می کنیم، تا تصویر نقطه به دست آید:

پاي عمود در واقع همان مرکز لوزي است.
-سخت
براي آن که دو خط بر هم عمود باشند، باید بردار هادي دو خط بر هم عمود باشند. براي آن که بردار هادي خط  را به  20.گزینه 4

 
دست آوریم، معادله ي خط   را به صورت متقارن می نویسیم (براي این منظور کافی است مولفه  را در دو معادله تنها کنیم):

براي یافتن هادي خط هنگامی که ضرایب متغیرها یک است، مخرج آن ها را می خوانیم:

 شرط عمود بودن:
 

⇒ , × = = j+ k

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

A ∈ D ⇒ A

∣

∣

∣
∣

2
2
1

B ∈ ⇒ BD′
∣

∣

∣
∣

2
0
1

AB
¯ ¯¯̄̄ ¯̄

∣

∣

∣
∣

0
−2
0

u⃗  u⃗ ′
∣

∣

∣
∣

i

1
0

j

0
1

k

0
−1

∣

∣

∣
∣

= 6 = 6( = 12a2 2
−−

√ )2= = = ⇒
⋅ ( × )∣

∣AB
¯ ¯¯̄̄ ¯̄

u⃗  u⃗ ′ ∣
∣

×∣∣u⃗  u⃗ ′ ∣∣

| − 2|

2−−√
2
−−

√=

xyoz

{ y = 2
x = 1

x = 2
∣

∣

∣
∣

2
2
1

x = 2

∣

∣
∣
y = 2
z = 1

y = 1 − z

= = =
|2 + 1 − 1|

+12 12− −−−−−
√

2
2−−√

2
−−

√y+ z− 1 = 0 ⇒

y = 1 − z

x = 2x = 2

d : = y+ 3 = = t ⇒ H(2t+ 1 , t− 3 , 2t− 4) ∈ d
x− 1

2
z+ 4

2

OH

OH ⊥ d ⇒ ⋅ = 0 ⇒ 4t+ 2 + t− 3 + 4t− 8 = 0 ⇒ t = 1 ⇒ H(3 , −2 , −2)OH
−→−

u⃗ 

d′

d′y

: { ⇒ : x+ 2 = y = d : x = =d′ y = x+ 2
y = 1 − z

d′ z− 1
−1

y

1
m

z

2

= (1 , , 2) = (1 , 1 , −1)ud
1
m

ud′

⋅ = 0 ⇒ 1 + − 2 = 0 ⇒ = 1 ⇒ m = 1ud ud′
1
m

1
m
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صفحه 10

-متوسط
21.گزینه 2

برای هر دو بردار دلخواه  و  دار�م:

-متوسط
22.گزینه 2

-متوسط
23.گزینه 4

 اگر  باشد آن گاه نقطهی  از خط  را انتخاب میکنیم حاصلضرب خارجی  در

هادی خط داده شده بردار نرمال صفحه مطلوب است.

An

A

P U

B

+= DB

UD

D
 
 

-متوسط
می دانیم   بر  عمود است. پس  حال دو طرف رابطه ي  را در  24.گزینه 2

ضرب داخلی می کنیم. 

، بردار یکه است و در نتیجه  تذکر: بردار 
-سخت

نکته: دو بردار  موازي اند. هرگاه عدد حقیقی غیرصفر  موجود باشد به طوریکه: 25.گزینه 4

 با�د بردار نرمال صفحه و بردار هادی خط، �عنی بردار  با هم موازی باشند. 

       

 
در بین گز�نه ها فقط صفحه ی  دارای این ویژگی است. 

      

N

A

B

ab+ =|a× b|2 (a ⋅ b)2 |a|2|b|2

256 + 144 = 25 ⇒ = 16 ⇒ |a| = 4|a|2 |a|2

a ⋅ c = 3 ⇒ |a∥c |cos = 3 ⇒ |a| × 3 × = 3 ⇒ |a| = 260∘ 1
2

a+ 2b+ 2c = 0 a ⋅ a+ 2a ⋅ b+ 2a ⋅ c = a ⋅ o ⇒ + 2a ⋅ b− →−−−−−−−−−−−−−−−−
ضرب داخلی a

→ طرفین در
|a|2

+ 2a ⋅ c = o

⇒ 4 + 2a ⋅ b+ 6 = 0 ⇒ a ⋅ b = −5

B(0, 3, 0)Ad : = =
x+ 1

2
y

3
z− 2
−1

AB
−→

A ∈ d ⇒ A = (−1, 0, 2) ⇒ = (1, 3,−2) , = (2, 3,−1)AB
−→

U ⃗ 

= × = = (3,−3,−3) = (1,−1,−1)np
−→

AB
−→

UD
−→− ∣

∣
∣

1
2

3
3

−2
−1

∣

∣
∣ یا nP

−→

B ∈ P ⇒ P : 1(x− 0) − 1(y− 3) − 1(z− 0) = 0 ⇒ P : x− y− z+ 3 = 0

z = 3− →−−−−−−−−−−
x,y=0

برخورد با محورzها

c× aaa ⋅ (c× a) = 0b+ = c× aeaa

a ⋅ (b+ ) = a ⋅ (c× a) = 0 ⇒ a ⋅ b+ a ⋅ = 0 ⇒ |a||b| cosθ+ |a|| | cos 0 = 0ea ea ea

⇒ |a||b| cosθ+ |a| = 0 ⇒ |a|(|b|cosθ+ 1) = 0 cosθ = ⇒ θ =− →−−−
|a|≠0 −1

2
120∘

ea| | = 1ea

,v
→

u
→

r

= ru
→

v
→

AB
−→

= (−1, 3,−6)AB
−→

x− 3y+ 6z = 5
(1,−3, 6)||(−1, 3,−6)
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صفحه 11

-آسان
نکته: اگر بردار  نیمساز دو بردار  باشد، آنگاه:  26.گزینه 3

 بردار نیمساز 

-متوسط

: اگر  دو بردار در فضا باشند مساحت مثلث ساخته شده روي بردارهاي  از دستور  نکته  27.گزینه 3

بدست می آید.

 

در این تست داریم:  

  

-متوسط

تذکر: اگر  باشد آنگاه به شرط آنکه  نتیجه می شود  28.گزینه 3

-متوسط

 
براي به دست آوردن بردار نرمال صفحه ي  کافی است بردارهاي هادي دو خط  و  را در هم ضرب خارجی کنیم. 29.گزینه 1

از طرفی هر نقطه از خط  می تواند نقطه اي از صفحه ي  باشد پس  یک نقطه از خط  و از آن جا یک نقطه از
صفحه ي  خواهد بود. پس:

حال مختصات نقطه ي  را در معادله این صفحه صدق می دهیم.

-متوسط
نکته: دو صفحه ي متقاطع  و  را در نظر می گیریم فصل مشترك این دو صفحه خطی است که در محل تقاطع این 30.گزینه 3

دو خط ایجاد می شود. بردار هادي این خط از ضرب خارجی بردارهاي نرمال صفحات  و  حاصل می شود. 
 براي تعیین یک نقطه از خط  معادلات دو صفحه را در یک دستگاه نوشته به یکی از متغیرهاي  و  یا 

عدد دلخواهی می دهیم.

a+ bb,a

(a+ b)|a| = |b| ⇔

|a| = |b| ⇒ = ⇒ 25 + = 20 + ( + 2m+ 1) ⇒ m = 216 + 9 +m2− −−−−−−−−−−√ 4 + 16 +(m+ 1)2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ m2 m2

bو 1 ⃗  a ⃗ ×b ⃗  a ⃗ |a× b|
1
2

2) × =a ⃗  a ⃗  o ⃗ 

3) × =a ⃗  b ⃗  −b× a→
→

4) |a× b| = |a| |b| sinα

s = |(4a+ 3b) × (2a− 5b) | = |8a× a− 20a× b+ 6b× a− 15b× b|
1
2

1
2

= |20b× a+ 6b× a| = |26b× a| = 13|b |a| sin 30 = 13 × 1 × 1 × = 6٫51
2

1
2

1
2

× =a ⃗  b ⃗  o ⃗ ≠ , ≠b ⃗  o ⃗ a ⃗  o ⃗ ||a ⃗  b ⃗ 

a× b = a× c → a× b− a× c = ⇒ a× (b− c) = → a|| (b− c)o ⃗  o
−

pdd′

⇒ = × = ( ) = (3,−5,−2)
= (1, 1,−1)ud

= (3, 1, 2)ud′
nP
−→

ud ud′
1
3

1
1

−1
2

dpA = (0, 1, 1)d

p

p : 3x− 5y− 2z = −5 − 2 ⇒ p : 3x− 5y− 2z = −7
(m, 2m, 0)

(m, 2m, 0) ∈ p 3m− 10m = −7 ⇒ m = 1− →−−
صدق

pp′

pp′

( = × )ud nP np′dxyz
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P

P
d

 

  : مختصات همه ي نقاط 

-سخت
نکته:      و      31.گزینه 2

 

-آسان
32.گزینه 2

تذکر: اگر قرینه بردار نسبت به  بردار  باشد آنگاه  و زاویه ي بین بردارهاي  و  برابراست با زاویه بین
بردارهاي  و 

b

a

a

α
α

 و 

-متوسط 
نکته: براي تعیین قرینۀ یک نقطه نسبت به یک محور یا یکی از صفحات مختصات مؤلفه هاي مرتبط با آن محور یا 33.گزینه 1

صفحه را ثابت نگه داشته و مؤلفه هاي غیر مرتبط را قرینه می کنیم.

-متوسط
این خط از مبدأ گذشته و بردار هادي آن بردار  می تواند باشد پس: 34.گزینه 4

d : { ⇒ = × = ( ) = (2, 0,−2)x+ y+ z = −1
x− y+ z = 1 ud nP nP′

1
1

1
−1

1
1

{ z = 0 ⇒ y = −1 ⇒ A(0,−1, 0) ∈ d− →−−
x=0 y+ z = −1

−y+ z = 1 −→
+

d⇒ d : ⇒ d : ⇒ M(t,−1, t)
⎧
⎩⎨

=
x

2
z

−2
y = −1

⎧
⎩⎨
x = t

y = −1
z = t

|MP | = |M | ⇒ = ⇒ t = 3 ⇒ M(3,−1, 3)P ′ |t− 2 − 2t+ 3|

1 + 4 + 4− −−−−−−√

|t− 2 + 2t+ 7|

1 + 4 + 4− −−−−−−√

a× a = 0a× b = −b× a

|(3a− b) × (4a+ b)| = | + 3a× b− 4b× a− | = |3a× b+ 4a× b|12a× a

0
b× b

0

= |7a× b| = 7 |a× b| 7 × 3 = 21= ======
|a×b|=3

a ⃗ b ⃗ a′′
→

| | = | |a
′′→

a ⃗ b ⃗ a ⃗ 

ba′′

= 3∣
∣b

⃗ ∣
∣| | = | | = 4a′′→

a ⃗ 

2α 120 ⇒ α == =========
,a ′′aزاویه بین

60
∘

= + 4 − 4 |a||b| cosα = 16 + 36 − 4 (4) (3)( ) = 28|a− 2b|2 ∣
∣a ⃗ 2 ∣

∣ |b|2 1
2

→ |a− 2b| = = 228
−−

√ 7
−−

√

A(x,y,z)
B(x,y,−z)− →−−−−−−−−−−−−−

xy قرینه نسبت به صفحۀ

C(x,−y,−z)− →−−−−−−−−−−−−−
ها x قرینه نسبت به محور

|BC| = 10 ⇒ = 10 ⇒ |2y| = 10 ⇒ |y| = 5 ⇒ xz A = 5(2y)
2− −−−−

√ از صفحۀ فاصلۀ

u(0, 1, 1)
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-سخت
35.گزینه 4

 :نکته

 :نکته

 :نکته

-آسان
نکته: اگر  و  دو بردار دلخواه در فضا باشند: 36.گزینه 2

) 

) 

) 

نکته: مساحت مثلث ساخته شده روي دو بردار  و  برابر:  می باشد.

  مساحت مثلث ساخته شده روي بردارهاي  و 

-متوسط
نکته:نکته: فاصلۀ دو صفحه ي موازي   و   از دستور  37.گزینه 2

  حاصل می شود.

روش اوّل:روش اوّل:اگر دو خط متنافر روي دو صفحه ي موازي واقع باشند، فاصلۀ دو صفحه همان طول عمود مشترك دو خط است.
به سادگی می توان  صفحۀ موازي پیدا کرد که دو خط روي آن ها واقع هستند:

0(0, 0, 0) ∈ Δ ⇒ Δ : = = ⇒ Δ : {x

0
y

1
z

1
x = 0
y = z

(0, 0, 0) ∈ Δ ⇒ { ⇒ × u = (m− 1,−2, 2)P0 = (2,m, 1)PP0
− →−

u = (0, 1, 1)
PP0

− →−

⇒ Δ P = = 2 ⇒ = از2 فاصلۀ
× u

∣
∣
∣ PP0
− →− ∣

∣
∣

|u|
3
−−

√
+ 4 + 4(m− 1)2

− −−−−−−−−−−−−
√

2−−√
3
−−

√

⇒ + 8 = 24 ⇒ = 16 ⇒ m− 1 = ±4 m = 5(m− 1)2 (m− 1)2 − →−−−
m>0

: × =a
→

a
→ 0

→

: × ( + ) = × + ×a
→

b
→

c
→

a
→

b
→

a
→

c
→

: × = − ×a
→

b
→

b
→

a
→

(2 − 3 ) × (4 + ) = 8 × + 2 × − 12 × − 3 ×a
→

b
→

a
→

b
→

a
→

a
→

a
→

b
→

b
→

a
→

b
→

b
→

= 0 + 2 × + 12 × − 0 = 14 ×a
→

b
→

a
→

b
→

a
→

b
→

ab

|a× b| = |a| |b| sinα1

|a× a| = 02

a× b = −b× a3

ab|a× b|
1
2

2a+ 3b3a− 2b

= |(2a+ 3b) × (3a− 2b)| = 6 − 4a× b+ 9 − 61
2

1
2

∣

∣

∣
∣ a× a

0
b× a  
−a×b

b× b
0 ∣

∣

∣
∣

= 13 |a× b| = |a| |b| sin = × 2 × 2 × = 131
2

13
2

150∘ 13
2

1
2

P : ax+ by+ cz = d: ax+ by+ cz =P ′ d′

L =
d−∣∣ d′ ∣∣

+ +a2 b2 c2
− −−−−−−−−−

√

2
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صفحه 14

روش دوم: نکته:روش دوم: نکته: طول عمود مشترك در خط متنافر  و   از دستور   حاصل می شود.

-متوسط

نکته: مساحت مثلث و متوازي الاضلاع بنا شده بر دو بردار  و  به ترتیب برابر   و   است.  38.گزینه 4

  : نکته

  (مساحت متوازي الاضلاع)

  (مساحت مثلث)

بنابراین:  

-آسان

 
نکته: اگر خط  با بردار هادي  درون صفحۀ  با بردار نرمال  قرار داشته باشد: 39.گزینه 2

  خط درون صفحه قرار دارد

-متوسط

d : x = = z x = ⇒ P : 2x− y = 0y

2
− →−−−−−−−−−
d صفحه اي شامل y

2

: x− 1 = = 2x− 2 = y ⇒ : 2x− y = 2d′ y

2
z− 1

2
− →−−−−−−−−−−
d′ صفحه اي شامل

P ′

⇒ d = =d′ و فاصله
|2 − 0|

4 + 1− −−−√

2 5−−√

5

dd′L =

⋅ ( × )
∣

∣
∣AB
−→

ud ud′
∣

∣
∣

| × |ud ud′

→ (1, 0, 1)
A ∈ d → A = (0, 0, 0)

B ∈ → B = (1, 0, 1)d′ AB
−→

× = ( ) = (2,−1, 0)ud ud′
1
1

2
2

1
2

L = = =
|2 + 0 + 0|

4 + 1− −−−√
2

5−−√

2 5−−√

5

uv|u× v|
1
2

|u× v|

u× v = −v× u,u× u = o

= |(3a+ 2b) × (2a− b)|S1

= |6a× a− 3a× b+ 4b× a− 2b× b| = |3b× a+ 4b× a| = 7 |a× b|

= |a× b|S2
1
2

= = 14
S1
S2

7 |a× b|

|a× b|
1
2

Dupn

⇒ {u ⋅ n = 0
هر نقطه اي از خط در صفحه هم صدق می کند.

} ⇒ u ⋅ n = 0 ⇒ 2 + 3b− 4 = 0 ⇒ b =
n = (1,b, 2)

u = (2, 3,−2)

2
3

A ∈ D 1 + b(−1) + 2(2) = c

∣

∣

∣
∣

1
−1
2

− →−−−−−−−
صدق می کند

در صفحه A

⇒ 1 − + 4 = c ⇒ c =
2
3

13
3

⇒ = = 6٫5c

b

13
2
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صفحه 15

 
نکته: فاصلۀ نقطۀ  از صفحۀ  برابر است با: 40.گزینه 2

معادلۀ خط  به صورت پارامتري است. پس نقطۀ  را به صورت زیر در نظر می گیریم:

 
طبق فرض فاصلۀ نقطۀ  تا صفحۀ داده شده برابر  است. پس مطابق نکته داریم:

بنابراین طول مثبت نقطۀ  برابر  است.
-متوسط

( , , )x0 y0 z0ax+ by+ cz+ d = 0
a + b + c + d∣∣ x0 y0 z0 ∣∣

+ +a2 b2 c2
− −−−−−−−−−

√
DA

D : ⇒ A(t, t, 2t+ 1)
⎧
⎩⎨
x = t

y = t

z = 2t+ 1
A2

AH = 2 ⇒ = 2 ⇒ = 2
|2t− t+ 4t+ 2 − 6|

4 + 1 + 4− −−−−−−√

|5t− 4|

3

⇒
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

5t− 4 = 6 ⇒ t = 2 ⇒ A(2, 2, 5)

5t− 4 = −6 ⇒ t = ⇒ A( , , )
−2
5

−2
5

−2
5

1
5

A2
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