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وقت :   دقیقهتاریخ :

تعداد سوالات: 30نام و نام خانوادگی :

مرکز مشاوره تحصیلی دکتر علیرضا افشارموضوع گسسته (3) -دوازدهم( * فصل دوم: گراف و مدل سازي * فصل اول: آشنایی با نظریه اعداد)

1. در گراف مقابل یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم بنویسید؟

2. در گراف زیر  کدام است؟

a b

e f

c

g

d

h

j k

(الف)(ب)

3.  تیم فوتبال  در یک گروه قرار دارند و تیم ها دو به دو باهم بازي می کنند. در مورد بازي هاي

 
انجام شده اطلاعات زیر را داریم:

تیم  تیم هاي  را برده است. تیم  به تیم هاي  باخته است. تیم  از تیم  شکست خورده است ولی تیم

 
 را برده است.

تیم  نیز  تیم  را برده است. تیم  به تیم  باخته و تیم  را شکست داده است. گراف جهت دار اطلاعات
فوق را رسم کنید و اگر براي هر برد  امتیاز در نظر بگیریم مشخص کنید که :

 الف) تیم  با کدام تیم ها بازي نکرده است.
ب) امتیاز تیم ها را بنویسید.

91
40

89
ل 

ریا
س

γ(G)

p7

5e,d,c,b,a

ab,ebc,acd

b

d2c,eeac

3
a
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صفحه 2

4. از گراف هاي زیر کدام ساده است؟
v1

v2

(الف

v3

v2v

v

1

4

(ب

v

v v2

1

3
(ج

v1

v2

v3

(د

v

v v2

1

3 v4
v5

(هـ

5. تمام گراف هاي مرتبه  را رسم کنید که در همۀ آنها بیشترین درجۀ رأس ها یک باشد.

6. هرگاه 

 
. الف - مطلوب است 

ب - مطلوب است 

7. گراف ساده  داراي  رأس است. اگر  تعداد رئوس فرد و  تعداد رئوس زوج این گراف باشد آنگاه
درستی عبارات زیر را بررسی کنید.

الف -  فرد است.

 
ب -  زوج است.

ج -

6

E = {ac,dc,ed,da,bc,ce} , V = {a,b,c,d,e} , G = (V ,E)
p+ q+ δ+ Δ

| (a)| + | [e]|NG NG

G21mh

2n+ 3m
nm

(−1 < (−1)n )m
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صفحه 3

8. چند گراف  - منتظم مرتبۀ  وجود دارد؟

9. چند گراف  - منتظم مرتبۀ  وجود دارد؟

10. مکمل گراف هاي زیر را رسم کنید. 

11. اگر  دنبالۀ درجه هاي رأس هاي گراف  باشد، اندازة گراف  چقدر است؟

12. در گراف  بین  رأس دلخواه و متمایز  چند مسیر متفاوت وجود دارد؟

13. گراف  با مجموعۀ رئوس  و مجموعۀ یال هاي 
 را در نظر بگیرید. تمام دور هاي این

گراف را بنویسید.

-منتظم چنان رسم کنید که دوري به طول  نداشته باشد. 14. گرافی ساده و 

37

r15

5,4,3,3,3,2,2,2GḠ

K52u,v

G = (V ,E)v = { , , , , , }v1 v2 v3 v4 v5 v6
E = { , , , , , , , }v1v2 v1v3 v2v3 v3v4 v3v5 v4v5 v4v6 v5v6

33
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صفحه 4

. ،  عدد صحیح باشند و  ثابت کنید:  15. فرض کنید 

16. ثابت کنید اگر  مضرب   باشد آنگاه   مضرب   است. 

17. فرض کنید  عددي گویا و  عددي گنگ باشد ثابت کنید   عددي گنگ است.

18. اگر عددي صحیح و   زوج باشد آنگاه   نیز زوج است. 

19. ثابت کنید اگر   برابر مجموع مربع هاي   عدد صحیح باشد.   نیز برابر مجموع مربع هاي دو عدد صحیح
است. 

20. عدد  مضرب  است. اگر بدانیم باقیماندة تقسیم  بر  برابر یک است، باقیماندة تقسیم  بر  را

محاسبه کنید.

b , a211 | 2a− 3b11 | 7a− 5b

 n28n4

 x ≠ 0 yxy

nn3n

a22a

a3a13a

3
13
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صفحه 5

21. در یک تقسیم مقسوم علیه برابر  باقیمانده برابر  می باشد حداکثر چند واحد می توان به مقسوم اضافه کرد
بدون آنکه خارج قسمت ، مقسوم علیه تغییر کنند؟

22. اگر  صورت کلی  را بیابید:

23. فرض کنید  آنگاه  چند مقدار متمایز می تواند داشته باشد؟

 
24. فرض کنید  و  اعدادي صحیح باشند دست کم یکی از آنها صفر نباشد ثابت کنید:

 

25. فرض کنید  ثابت کنید 

. 26. ثابت کنید اگر  آنگاه 

173

7x− 2 ∈ [6]13x

(6a− 4 , 8a+ 2) = dd

ab

(ka , kb) = k(a , b) ؛ k ∈ N

c|a+ b(a , c) = (b , c)

(a , b) = d( , ) = 1a

d

b

d
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صفحه 6

27. ثابت کنید اگر ترکیبی خطی از  و  برابر یک شود آنگاه  به عبارت دیگر اگر 
. آنگاه 

28. گزاره هاي زیر را به روش بازگشتی (گزاره هاي هم ارز) ثابت کنید:
    الف) اگر  و  دو عدد حقیقی (مخالف صفر) باشند دار�م:

  ب) برای هر سه عدد حقیقی  و  و  دار�م:

 

29. گزاره هاي زیر را اثبات و یا با ارائۀ مثال نقض آن ها را رد کنید.

 
الف) مربع و مکعب هر عدد فرد عددي فرد است.

ب) میانگین پنج عدد طبیعی متوالی همان عدد وسطی است.

30. اگر  و  ثابت کنید:

ba(a , b) = 1ax+ by = 1
(a , b) = 1

xy+ ≥ 2x

y

y

x

xyz(I) + + ≥ xy+ yz+ zxx2 y2 z2

(II) + + 1 ≥ xy+x+ yx2 y2

m,n ∈ Na,b ∈ Z

m ≤ n , a|b ⇒ |am bn
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وقت :   دقیقهتاریخ :

تعداد سوالات: 30نام و نام خانوادگی :

مرکز مشاوره تحصیلی دکتر علیرضا افشارموضوع گسسته (3) -دوازدهم( * فصل دوم: گراف و مدل سازي * فصل اول: آشنایی با نظریه اعداد)

.1

 یک مجموعۀ احاطه گر است که کمترین عضو را دارد. زیرا مجموعۀ تک رأسی را نمی توان براي این گراف به عنوان یک
مجموعۀ احاطه گر در نظر گرفت. یعنی:

-متوسط
الف) مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم براي گراف است. پس .2

ب)

v7v6v5v4v3v2v1

یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم است پس:

-متوسط
.3

تیم  با تیم هاي  و  بازي نکرده است.

 
:  امتیاز

 
:  امتیاز

 
:  امتیاز

 
:  امتیاز

:  امتیاز

a

b e

dc

-آسان
الف - ساده نیست زیرا بین  رأس  و  بیش از یک یال رسم شده است. .4

ب - ساده نیست زیرا بین  رأس  و  بیش از یک یال رسم شده است.

 
ج - ساده نیست زیرا در رأس  طوقه وجود دارد.

د - ساده نیست زیرا بین  رأس  و  بیش از یک یال رسم شده است.
ه - گراف ساده است.

-متوسط
.5

( )( )( )
-متوسط

91
40

89
ل 

ریا
س

A = {b,f}
A

γ(G) = 2

A = {f,d, l}

γ(G) = 3

 A = { , , }v2 v5 v7

γ(G) = 3

adc

a6
b0
c3
d6
e3

2v1v2
2v1v3

v1
2v2v3
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صفحه 2

.6

a

ce

d

b

-متوسط
می دانیم تعداد رئوس درجۀ فرد در یک گراف ساده عددي زوج است پس  زوج است و رئوس  .7

عددي فرد است پس   فرد می باشد. پس  زوج است پس (الف) غلط است.

 
 هم فرد است پس (ب) نیزغلط است. 

 
در مورد (ج) داریم:

که درست است.
-متوسط

.8

چنین گرافی وجود ندارد.
-متوسط

.9

سمت راست تساوي یعنی  زوج است پس  باید زوج باشد پس  زوج است.
از طرفی  پس:

 گراف
-سخت

.10

-متوسط
.11

-متوسط

p = 5 , q = 6 , δ = 1 , Δ = 4
p+ q+ δ+ Δ = 16

} → 2 + 3 = 5(a) = {d,c} → | (a)| = 2NG NG

[e] = {e,c,d} → | [e]| = 3NG NG

mh+m = 21
h3m+ 2n

nm

(−1 < فرد(1−) زوج(

rp = 2q → 3 × 7 = 2q → q =
21
2 غ ق ق

rp = 2q ⇒ 15r = 2q
2q15rr

r < 15
r = 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14

8

deg = 2q → 5 + 4 + 3 + 3 + 3 + 2 + 2 + 2 = 2q → q = 12∑
i=1

p

vi

q+ = → 12 + = → 12 + = 28 → q = 16q̄
p(p− 1)

2
q̄

8 × 7
2

q̄
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2v

3v

4v

v5

6v

صفحه 3

.12
راه اول :

  مسیر به طول 
مسیر به طول  

مسیر به طول 

مسیر به طول 

راه دوم:

-متوسط
.13

گراف را رسم می کنیم

1v
2v

3v

4vv5

v6

 
 
 
-آسان

.14

-آسان
می دانیم: .15

-آسان
با توجه به فرض مسئله   چون   مربع کامل است پس توان تمامی عوامل اول آن زوج است بنابراین می  .16

 
توان نتیجه گرفت   مضرب   است و می توان   را به صورت  نمایش داد حال داریم:

11→u,v

23→u v3
––

→u, , v3
36→u v3

––
2
––

→u, , , 73 2

46
16

→u v3
––

2
––

1
––

→u, , , ,3 2 1
v

(p− 2)! = 3!( + + + ) = 16∑
k=0

p−2 1
k!

1
0!

1
1!

1
2!

1
3!

, , ,V1 V2 V3 V1
, , ,V3 V5 V4 V3
, , ,V4 V6 V5 V4
, , , ,V6 V4 V3 V5 V6

} → 11 | (11a− 11b) − (4a− 6b) → 11 | 7a− 5b11 | 11a− 11b
11 | 2 (2a− 3b) → 11 | 4a− 6b

= 8qn2n2

q2n2 24
q′2

= → n = = 4n2 24
q′2 22

q′ q′
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صفحه 4

بنابراین   مضرب   است.
-متوسط

به برهان خلف فرض می کنیم  گویا باشد آنگاه چون   عدد گویاي  وجود دارد. .17

با توجه به اینکه حاصلضرب دو عدد گویا عددي گویاست حاصل  عددي گویا است که تناقض است پس 
عددي گنگ است.

-متوسط

 
فرض کنیم    فرد باشد پس به ازاي عدد صحیح مانند   می توان نوشت: .18

بنابراین    هم عددي فرد است از این تناقض نتیجه می گیریم   باید زوج باشد.
-متوسط

 
به روش مستقیم ثابت می کنیم: (فرض می کنیم  و  دو عدد صحیح می باشند.) .19

-متوسط
، سه حالت  وجود دارد اگر   به دو صورت  و یا  طبق فرض  براي  تقسیم بر  .20

 
 باشد دیگر  مضرب  نمی شود. بنابراین  باید به فرم  باشد؛ حال می توان نوشت:

پس باقیماندة تقسیم  بر  برابر  است.

-سخت
طبق فرض   اگر  واحد به  اضافه کنیم به طوریکه خارج قسمت تغییر نکند، الگوریتم تقسیم به .21

فرم زیر در می آید:

به طوریکه  یا  در نتیجه حداکثر مقدار  برابر  می باشد.
-سخت

 
22. معادل این است که  یا  می توان نوشت:

-متوسط
.23

 
بنابراین   با توجه به اینکه  و   زوج هستند  تنها می تواند   یا  باشد.

-متوسط

 
فرض کنید  در اینصورت  در نتیجه  بنابراین داریم:  .24

در نتیجه عددي طبیعی مانند  وجود دارد که  به این ترتیب  بنابراین 
یعنی  پس  در نتیجه  حال می توان نوشت:

-خیلی سخت
تذکر:  .25

n4

xy x ≠ 0 1
x

 y = ⋅ xy
1
x

xy

nn = 2k+ 1،k
= (2k+ 1 = 8 + 12 + 6k+ 1 = 2( ) + 1 = 2q+ 1n3 )3 k3 k2 4 + 6 + 3kk3 k2

  
q

n3n

xy

a = + ⇒ 2a = 2 + 2 = ( + 2xy+ ) + ( − 2xy+ )x2 y2 x2 y2 x2 y2 x2 y2

= (x+ y + (x− y)2 )2

a = 13k+ 1k33 ± 1, 3k′ k′k3k′

3 + 1k′a3k3 − 1k′

a = 13k+ 1 = 13(3 − 1) + 1 = 13 × 3 − 13 + 1 = 13 × 3 − 12 ⇒ = 13 − 4k′ k′ k′ a

3
k′

= 13q+ 9
a

3
139

a = 17q+ 13xa

a+ x = 17q+ (3 + x)

3 + x < 17x < 14x13

7x− 2 ∈ [6]137x− 2 6≡
137x 8≡

13

7x 8 8 + 13 21 x 3 → x = 13k+ 3≡
13

≡
13

≡
13

− →−−−−−−
(7,13)=1

≡
13

} → d|22
d|6a− 4 → d|24a− 16
d|8a+ 2 → d|24a+ 6

d ∈ {1 , 2 , 11 , 22 , }65 − 48a+ 2d222

(a , b) = dd|b , d|akd|kb , kd|kakd|(ka,kb)

q(ka , kb) = kdqkdq|kb , kdq|kadq|b , dq|a

dq|dq|1q = 1
(ka , kb) = kd = k(a , b)

(a , b) = (a , ka+ b) k ∈ Z
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صفحه 5

طبق فرض داریم می توان نوشت:

-متوسط

فرض کنید   و می دانیم  می توان نوشت: .26

 

. حال از  نتیجه می گیریم: 
-خیلی سخت

فرض کنیم  بنابراین داریم: .27

. بنابراین 
-متوسط

 
الف)   و  هم علامت اند بنابراین  خواهد بود؛ داریم: .28

 
همواره درست  

ب)

 
همواره درست   
-آسان

 
الف) اثبات این گزاره به صورت زیر است: .29

 
اگر  که  عدد فرد دلخواهی باشد آنگاه داریم:

 
 فرد است.  

فرد است.  

،  و   عدد طبیعی متوالی باشند، داریم:  ،  ، ب) فرض کنیم 

 عدد وسطی  میانگین اعداد

بنابراین حکم برقرار است.
-متوسط

.30

-متوسط

a+ b = ck

(a , c) = (ck− b , c) = (ck− b− ck , c) = (−b , c) = (b , c)

( , ) =
a

d

b

d
d′≥ 1d′

d ≤ d → ≤ 1
| → d |ad′ a

d
d′

| → d |bd′ b

d
d′

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−−−−−
d |(a , b)d′

(a , b)=d
d′ d′

≤ 1 , ≥ 1d′ d′= 1d′

(a , b) = d

} → d|ax+ by → d|1
d|a

d|b

d = 1

xyxy > 0
+ ≥ 2 ⇔ xy( + ) ≥ 2xy ⇔ + ≥ 2xyx

y

y

x

x

y

y

x
x2 y2

⇔ + − 2xy ≥ 0 ⇔ (x− y ≥ 0 →x2 y2 )2

(I) + + ≥ xy+ yz+ zx ↔ 2 + 2 + 2 ≥ 2xy+ 2yz+ 2zxx2 y2 z2 x2 y2 z2

⇔ + + + + + − 2xy− 2yz− 2zx ≥ 0x2 x2 y2 y2 z2 z2
⇔ (x− y + (x− z + (y− z ≥ 0 →)2 )2 )2

2n− 1n ∈ Z

(2n+ 1 = 4 + 4n+ 1 = 2(2 + 2n) + 1 = 2q+ 1 →)2 n2 n2

(2n+ 1 = 8 + 12 + 6n+ 1 = 2(4 + 6 + 3n) + 1 = 2q+ 1)3 n3 n2 n3 n2

n+ 1n+ 2n+ 3n+ 4(n ∈ N∪ {0}) n+ 55

= = n+ 3 →
5n+ 15

5

a|b | | × |−→− am bm − →−−−−−−−−−
b∈π , n−m≥0

am bm bn−m−→− am bn
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